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Résumé
Let Nq(g) the maximal number of points on a genus g urve over Fq. We prove
that N3(5) = 13.
1 Introdution
Soit Nq(g) le nombre maximal de points rationnels sur Fq pour une ourbe lisse
de genre g sur Fq. Grâe aux bornes de Weil on sait que Nq(g) est inférieur ou égal
à q + 1 + 2g
√
q. Ces bornes (même ranées par la méthode d'Oesterlé) ne sont pas
optimales et la détermination de Nq(g) pour g > 2 reste inomplète.
Le as qui nous préoupe ii est elui des ourbes de genre 5 sur F3. Les majorations
expliites d'Oesterlé donne un nombre de points inférieur ou égal à 14, et Kristin Lauter a
montré l'inégalité strite (f. [3℄). D'autre part on onnaissait l'existene de ourbes ave
12 points rationnels onstruites par des revêtements suessifs (f. [4℄). Dans la présente
note nous nous proposons don de ombler la laune existante en donnant expliitement
une ourbe de genre 5 ave 13 points rationnels omme l'intersetion de 3 quadriques dans
P
4
. Cette ourbe est de plus exeptionnelle pour une autre raison : elle onstitue, à ma
onnaissane, le premier exemple d'une ourbe ave un nombre de points maximum qui
est revêtement non galoisien d'une ourbe elliptique. Nous donnons de plus expliitement
e dernier.
2 Résultats
Proposition 1 La ourbe C dénie par

q1 = 2x1x2 + x3x2 + x
2
3 − x24
q2 = x5x1 − x4x2
q3 = x
2
1 + x1x2 − x23 + x25
est une ourbe de genre 5 qui possède 13 points sur F3.
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Proposition 2 1. Aut
F3
(C) =< ω >≃ Z/2Z.
2. D = C/ < ω > a pour équation
x22(x3x2 + x
2
3 − x1x2) + (x21 + x1x2 − x23)x21 = 0.
3. C est revêtement non galoisien de la ourbe elliptique E : y2 = x3− x+1. De plus
si on prend omme modèle plan pour C
x4 + x3y3 − x2 − xy5 + y5 + 2y = 0
le revêtement est donné par (x : y : 1) 7→ (x′ : y′ : 1) ave{
x′ = −x
3
−x2y3−x2y2+x2+xy5+xy4−xy3−xy2+xy−y6+y5+y4+y3−y2
(y+1)(y−1)2(y3−y2+y+1)
y′ = −x
3y−x2y5+x2y4−x2y+xy5+xy4+xy3−xy2−xy+y8+y7+y4−y3−y2−y+1
(y+1)2(y−1)3(y3−y2+y+1)
3 Démonstration
La ourbe a été onstruite par une reherhe exhaustive des sextiques planes de
genre 5 passant par les 13 points rationnels du plan projetif (soit 315 possibilités). Le
plongement anonique permet alors d'obtenir un modèle lisse omme intersetion de 3
quadriques dans P
4
.
D'autre part le polynme aratéristique de C sur F3 se fatorise en
(T 2 + 2T + 3)(T 2 + 3T + 3)(T 2 + 3)(T 4 + 4T 3 + 8T 2 + 12T + 9). (1)
De plus sur F324 , le polynme aratéristique se sinde en
(T − 312)4(T 2 + 629918T + 324)3.
Sur F324 la jaobienne de la ourbe C est don isogène à E
2×F 3, ave E et F des ourbes
elliptiques qui sont absolument non-isogènes (par exemple pare que la première est su-
persingulière et pas l'autre). En partiulier sur F3, C est revêtement de trois ourbes
elliptiques.
Pour montrer que C n'est revêtement galoisien d'auune de es ourbes elliptiques,
nous allons déterminer le groupe des automorphismes de C. On onstate que
ω : (x1, x2, x3, x4, x5) 7→ (x1, x2, x3,−x4,−x5)
est un automorphisme de la ourbe. De plus C/ < ω > est une ourbe de genre 2 (par
la formule d'Hurwitz) qu'on peut obtenir par l'élimination des variables x4 et x5 sous la
forme :
2y3x+ y3 + y2 + x4 + x3y − x2.
Montrons maintenant que et automorphisme est le seul qui soit non trivial, on
aura alors que C est revêtement non galoisien d'une ourbe elliptique. C'est en fait
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une onséquene d'un théorème plus général dù à Beauville [1, prop. 6.9℄ et qui donne
exatement le groupe des automorphismes de C en fontion de eux de la quintique
dénie i-dessous. Mais nous avons besoin de quelque hose de moins préis et on obtient
la démonstration élémentaire i-dessous.
Puisque C est donnée sous forme anonique, tous les automorphismes de la ourbe sont
linéaires. Soit ψ un automorphisme de P4. C'est un automorphisme de C si et seulement
si la matrie M ∈ PGL5(F3) qui le représente est telle que qi(Mv) = 0 pour i = 1, 2, 3
et quelque soit
tv = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ C.
Mais siM représente un automorphisme de C alors si on note Qi les matries des formes
quadratiques qi,
tMQiM est une quadrique ontenant C. Elle est don ombinaison
linéaire des Qi.
On onsidère alors l'ensemble S des (x, y, z) ∈ P2 tels que det(xQ1 + yQ2 + zQ3) = 0.
C'est une quintique lisse d'équation
−x3 + y2x− y2 − x4 + x+ x3y2 − y4x+ y4 = 0
qui ne possède qu'un seul automorphisme
ϕ : (x, y, z) 7→ (x,−y, z).
On peut dénir un morphisme de groupe µ de Aut(C) ⊂ PGL5(F3) dans Aut(S) : Si M
est un automorphisme de la ourbe C et si

tMQ1M = a1Q1 + b1Q2 + c1Q3
tMQ2M = a2Q1 + b2Q2 + c2Q3
tMQ3M = a3Q1 + b3Q2 + c3Q3
on a alors un automorphisme de S donnée par (x, y, z) 7→ (a1x+ a2y + a3z, b1x+ b2y +
b3z, c1x+ c2y + c3z). De plus e morphisme envoie ω sur ϕ.
Il sut de montrer que µ est injetif. La quintique étant non singulière, la quadrique
singulière xQ1 + yQ2 + zQ3 assoiée à un point de la ourbe (x, y, z) est de rang 4 et
possède don un unique point singulier. Soit s : S → P4 qui assoie à un point de la
quintique le point singulier de la quadrique orrespondante. Soit M un automorphisme
de C qui se réduit sur l'identité de S. L'ation de M en tant qu'automorphisme de P4
sur s(S) est la même que elle induite par s∗(µ∗(M)) qui est dans e as l'identité. Pour
montrer qu'on a alors M = Id il sut don de montrer que les points de s(S) ne sont
pas ontenus dans un hyperplan. C'est en fait une onséquene du lemme suivant :
Lemme 1 Soit F et G deux matries de formes quadratiques non dégénérées d'un espae
vetoriel E sur un orps k de aratéristique diérente de 2 telles que P (t) = det(G −
tF ) = 0 n'ait que des raines de multipliité 1. Alors es deux formes quadratiques sont
simultanément diagonalisables.
Montrons tout d'abord omment e lemme permet de onlure. Soit l une droite trans-
verse à S et p0, . . . , p4 les points d'intersetion. On onsidère le pineau de quadriques
déni par l : il est engendré par deux quadriques non singulières d'équations F et G telles
que det(F − tG) = 0 n'a que des raines de multipliités 1 (puisque l est transverse). On
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peut alors appliquer le lemme : dans une base qui diagonalise simultanément les deux
quadriques on érit F =
∑
X2i et G =
∑
αiX
2
i αi 6= αj . Ave es oordonnées les images
s(pi) sont alors tout simplement les points (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), . . . , (0, 0, 0, 0, 1) qui
ne sont évidemment pas dans un même hyperplan, d'où le résultat.
Démonstration : Soit n la dimension de E. Soient λi, vi (λi 6= 0 et vi 6= 0) les n
salaires et veteurs tels que Fvi = λiGivi. Nous allons montrer que les vi sont une base
orthogonale pour F et G. On a
tvjFvi = λi
tvjGvi (2)
= tviFvj par symétrie de F (3)
= λj
tviGvj (4)
= λj
tvjGvi par symétrie de G (5)
Par hypothèse, les λi sont tous distints on a don par égalité de 4 et 5 que
tvjFvi =
tvjGvi = 0.
Nous allons donner expliitement un revêtement de C sur une ourbe elliptique. On
a le théorème suivant
Théorème 1 [2℄ Soit C une ourbe sur Fq dont la jaobienne est isogène à un produit
Λ × E ave E une ourbe elliptique. Soit r le résultant des polynmes minimaux de la
restrition de F + V à E et Λ où F est l'endomorphisme de Frobenius de Ja(C) et V
son dual. Alors il existe une ourbe elliptique E′ isogène à E et une appliation de C
dans E′ dont le degré divise r.
On applique e théorème au fateur T 2+3T +3 de (1). Il existe don un revêtement
de degré 3 de C vers une ourbe E ave 7 points sur F3. A isomorphisme près ette
ourbe est unique d'équation E : y2 = x3 − x+ 1.
Pour expliiter le revêtement, nous proédons omme suit
 Au dessus d'au moins un point rationnel de E il existe trois points rationnels de C
(éventuellement non distints). Quitte à eetuer une translation on peut supposer
que e point est l'origine de la ourbe elliptique.
 Pour haune des
(
13
1
)
+
(
13
2
)
+
(
13
3
)
= 377 possibilités, on onsidère alors le diviseur
D de degré 3 au dessus de l'origine. Si f : C → E est le revêtement et si g : E → P1
est l'appliation (x : y : z) 7→ (x : z) alors g ◦ f ∈ L(2D). Le théorème de Cliord
montre que l(2D) ≤ 2 et par Riemann-Roh on a que l(D) = 2.
 Soit φ ∈ L(2D) non onstante. Pour ψx = φ, φ+1, φ− 1 on alule ψ3 −ψ+ 1. Si
ette fontion est le arré d'une autre fontion ψy alors on a le revêtement donné
par p 7→ (ψx(p) : ψy(p) : 1).
Grâe à MAGMA, on réalise rapidement es aluls. Deux modèles plans paraissent
partiulièrement intéressants pour C : le premier
x4y2 + x2y4 + y6 + x2 − y2 + x3 + xy2 + 1 + x− x4 = 0
est un modèle pour lequel l'involution est y 7→ −y. Le seond
x4 + x3y3 − x2 − xy5 + y5 + 2y = 0
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Fig. 1  Ramiation
(2, 1)
(1 : 1 : 0) 1 (0 : 0 : 1) 2 (2 : 2 : 1) 3
(1 : 0 : 1) 1
(2 : 0 : 1) 2
(1 : 1 : 1) 1
(0 : 1 : 0) 3 (0 : 1 : 1) 1
(1 : 2 : 1) 1
(1 : 0 : 0) 1
(2 : 1 : 1) 1
(0 : 2 : 1) 1
(2 : 1 : 0) 1
(0, 1) (0, 2) (2, 2) (1, 2) (1, 1) ∞
point sur F9 1
point sur F9 1
possède 13 points rationnels (tous les points de P2(F3)). Pour e seond modèle, un
revêtement est donné par (x : y : 1) 7→ (x′ : y′ : 1) ave
{
x′ = −x
3
−x2y3−x2y2+x2+xy5+xy4−xy3−xy2+xy−y6+y5+y4+y3−y2
(y+1)(y−1)2(y3−y2+y+1)
y′ = −x
3y−x2y5+x2y4−x2y+xy5+xy4+xy3−xy2−xy+y8+y7+y4−y3−y2−y+1
(y+1)2(y−1)3(y3−y2+y+1)
La gure 1 montre la ramiation de f (le nombre derrière le point est l'indie de
ramiation. On onstate en partiulier que le revêtement est sauvagement ramié).
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